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Aritmeettinen keskiarvo ja auton tasauspyorasto

Auton tasauspyotraston mekanismi (tasauspyorastd) on tunnettu noin 2000 vuotta. Se
esittelee nerokkaan teknisen keksinndn, joka ei ole muuta kuin yksinkertaisen
matemaattisen aiheen, aritmeettinen keskiarvon, toteutus. Auton tasauspyoraston
tutkiminen tarjoaa kaytanndllista ja syvallistd tutustumista muuten hyvin abstraktiin
muuttujakasitteiden valiseen riippuvuuteen yksinkertaisissa matemaattisissa yhtaloissa.
Nettiversio oppitunnista: http://uc.fmf.uni-lj.si/com/dif/cdif.html.

JOHDANTO

Me nautimme paéivittain teknologian tarjoamista mukavuuksista, ja auton tasauspyorasto
on tarkea tekninen laite, jota me kaikki kdytamme saanndllisesti. Mutta harvat tiedostavat
sen olemassaolon, tai ovat koskaan tutkineet tarkemmin tatd yksinkertaista teknista
aihetta. Viela harvemmat ovat koskaan edes ajatelleet sen luonnollista yhteytta hyvin
yksinkertaisiin matemaattisiin oivalluksiin

Kenelle tahansa, joka yrittaéd ymmartdd matematiikkaa, voi olla suureksi avuksi, jos
abstraktille matemaattiselle aiheelle annetaan syvempi merkitys, tai esitellaan sen
mekaaninen toteutus joka tarjoaa meille elamisen mukavuutta.

Tiedamme, ettd auto saa tehonsa moottorista. Mutta miten? Kuinka moottorin teho
(rotaatio) siirretddn pyoriin, jotka saavat auton liikkumaan? Polkupyorassa kaytetaan
ketjuja, jotka siirtavat polkimien pydrinnan takapyorddn. Eikd se toimi samalla tavalla
autossa, vain niin ettéa voimanlahteena toimii moottori eika lihaksemme? No, ensimmaiset
autot tosiaan toimivat silla tavalla. Ketjua kayttdmalla rotaatio siirrettiin moottorista taka-
askeliin. Joten molemmat, seka oikea etta vasen pyora, pyorivat samanaikaisesti ja saivat
ajoneuvon liikkumaan

Kuvio 1. Oikea ja vasen pyora ovat kiinnittyneet samaan pyorivaan akseliin.

Katsomalla kuvaa ottamatta huomioon mahdollista voimansiirtosuhdetta, ja merkiten tehoa
(moottorin rotaatiota) P:l&, merkiten oikean pydran rotaatiota R:1la ja vasemman py6ran
rotaatiota L:ll&, saamme hyvin yksinkertaisen yhtalon (yhtalojarjestelma):

P=R=L
Mutta toimiiko auto samalla tavalla? No, ensimmaiset autot toimivat niin, ja siksi niiden

ohjaaminen oli hyvin vaikeaa. Vasemmalle kdéntyessa oikea pyora pyori pidemman
matkaa kuin vasen, ja oikealle kdantyessa painvastoin. Teoreettisesti ylla olevalla
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mekanismilla ohjaaminen oli mahdotonta, koska molemmat pyorat pyérivat identtisesti ja
nain ollen ne kulkevat saman matkan. Todellisuudessa ohjaus tapahtuu niin, etta
molempien pyo6rien taytyy hieman liukua maanpinnalla. Se tekee ohjauksesta talla
mekanismilla fyysisesti melko rankkaa. Nykyisin sama ilmi6 ilmenee, kun ajaa traktoria tai
maastoautoa, jossa on tasauspyoraston lukko. Vaikeakulkuisella maaperalla esimerkiksi
maanviljelijdiden taytyy kayttaa traktoreitaan tasauspyoraston lukon kanssa
kasvattaakseen traktorin voimaa. Mutta ajaessa tasauspyoraston lukko paalla,
ohjauspydran liikkuttaminen oikealle tai vasemmalle on todella rankkaa. Todellisuudessa
monet traktorionnettomuudet johtuvat kuljettajan voimattomuudesta k&éntaa traktoria, kun
se on tasauspyodraston lukkoasennossa. Joskus ohjauspydra ja ohjauspyoérat, yleensa
etupyorat, saattavat olla kdannettyna oikealle, mutta traktori, jossa on tasauspyéraston
lukko puskee suoraan eteenpain.

Kuinka tdmé& ongelma ratkaistaan? Yksinkertainen ratkaisu olisi valittaa moottorin rotaatio
vain toiseen kahdesta (oikeaan tai vasempaan) pyorasta. Siten ohjaus olisi helppoa, mutta
taman paivan mukavan ajamisen jalkeen ajaminen ja ohjaus olisivat todella outoa ja
vaarallista. Esimerkiksi kun voima on oikeassa pyorassa, ajaminen kaantyen vasemmalle
tuntuisi kuin hidastaisi, kun taas k&dannds oikealle olisi todellinen taidonnayte (auto tuntuisi
kilhdyttavan oikeassa kaannoksessa).

SOSIAALINEN TASAUSPYORASTO

Kun ajatellaan meidéan ‘sisadnrakennettua” sosiaalista tasauspyorasttdmme, se saattaakin
olla teknisesti ja matemaattisesti hyvin intuitiivinen ja helppo ymmartaa. Kuten auton
tasauspydrastonkin kanssa, emme tieda siitd mitdan niin kauan kuin se toimii kunnolla,
mutta tunnemme sen hyvinkin sitten, kun se rikkoutuu.

Voidaan sanoa, ettd jokaisella normaalisti kehittyneella ihmisella on ‘sosiaalinen
tasauspydrasto’. Kuvittele pariskunta, joka kavelee vierekkain, keskustellen ja
ajattelematta polkua, jota he mahdollisesti kavelevat mukavassa puistossa, tai jopa
kavellen kotiin kayttden rappusia aina neljanteen kerrokseen asti, ja tehden tiukkoja
kaannoksia jokaisella porrastasanteella. Kaannyttaessa vasemmalle tai oikealle molemmat
kavelijat mukauttaisivat (alitajuntaisesti) vauhtinsa, jotta pysyvéat puolisonsa vierella. Jos
ajatellaan, mita tapahtuu, kun kdannytaan, on melko ilmeista, ettéa esimerkiksi kdantyessa
oikealle, oikeanpuoleinen kavelija hidastaisi vdhan ja vasemman puoleinen kavelija
kiihdyttaisi hieman, ja heidan keskiarvoinen nopeutensa pysyisi muuttumattomana.

Kuten ylla on mainittu, jos sosiaalinen tasauspyorasto ei toimi kunnolla, sen huomaa
helposti. Yleensa niin tapahtuu "tarkeiden” ihmisten kanssa, jotka ovat liian "tarkeita”
sovittaakseen omaa vauhtiaan "alempiarvoisen” vauhtiin, ja he yllapitavat vauhtiaan myos
samalla kun he kaantyvat...

On todella hauskaa tarkkailla sellaista tapahtumaa kun esimerkiksi "alempiarvoinen”
opiskelija on "tarkean” professorin oikealla puolella, jolla on rikkoutunut sosiaalinen
tasauspyorasto, ja joka kaantyy vasemmalle ja siten pysyy lahes paikoillaan kdantyessa
oikealle.
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ARITMEETTINEN KESKIARVO

Normaali kaveleva pariskunta kdéantyy vasemmalle niin, ettd vasemmanpuoleinen kavelija
hidastaa ja oikeanpuoleinen kiihdyttdd vahan. Heidan keskiarvoinen nopeutensa pysyy
muuttumattomana. Olkoon P on heidan keskiarvoinen nopeutensa, R on oikeanpuolisen
kavelijan nopeus ja L on vasemmanpuolisen kavelijan nopeus, joten heidan ‘sosiaalinen
tasauspydrastonsa’ voidaan kuvata yksinkertaisella yhtalolla:

Yhtald kuvaa mukavasti ja tdysin miten kéavelijoiden kavelynopeudet ovat suhteessa
toisiinsa, nopeuksien keskiarvon koko kavelymatkan ajalta, silloin kun he kulkevat suoraan
ja heidan nopeutensa ovat samat (tdssd P = R = L). Yhtdlé on voimassa my6s kun he
kulkevat mutkassa eri tahtiin.

Voiko tata yksinkertaista kaavaa soveltaa mekaanisesti auton oikean ja vasemman py6ran
likkeen kuvaamiseen? Saattaa olla yllattdvaa, mutta vastaus tdhan kysymykseen on
tiedetty jo yli 2000 vuotta. Itse asiassa kaavan mekaaninen toteutus aritmeettiselle
keskiarvolle on yllattdvan yksinkertainen.

TASAUSPYORASTO
Kuvittele ensin, ettd oikean ja vasemman py6rdn yhtd suuri voima saavutetaan

pyorayttamalla levyissé olevaa kahvaa (L ja R), jotka on Kkiinnitetty kummankin levyn
akselien péihin, kuten alla olevassa kuvassa.

Kuvio 2. Oikea, vasen ja niiden valissa oleva levy (esim. kartiopy6ra)

Kuvitellaan sitten levyn paikalle hammasrattaat. On ilmeista, ettd mekanismin avulla, P —
kahvan pyo6rayttaminen johtaisi saisi vasemman ja oikean pydran samansuuntaiseen
likkeeseen, ndin ollen P = R = L. Tdma tuntuu olevan vield kaukana toivotusta yhtalosta:
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Mutta oikeastaan niin ei ole. Aloittaen talla kaavalla voimme helposti tarkastaa, etta
merkiten

P—R:L—P:L%E:X

meilla on
R=p-XjaL=P+X

X:n arvo voidaan ymmartaa vapaana parametrina suhteessa kolmeen muuttujaan yhdessa
yhtaléssa.

Muuttuja X:lla on niin tarkeda rooli aritmeettisen keskiarvon mekaanisessa toteutuksessa,
ettd sen ymmartaminen ratkaisee taydellisesti autonpyotrien voimaongelman.

Jos tiedetdan, ettd meidan kartiopyoramme alla olevassa kuvassa on vapaasti pyo6riva
(vapaa muuttuja X) kahvan ympari, meilla jo on malli tasauspyo6rastosta.
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Kuvio 3. Oikea, vasen ja vapaasti pyorivat levyt

Katsomalla ylla olevaa kuvaa mietitaan taas kaavaa

Jos molemmat, seké oikea ja vasen levy pydrivat vapaasti, kahvan painaminen (rotaatio)
saavat molemmat levyt pyérimaan tasaisesti ja niiden vélissa oleva levy ei pydri (X=0). Jos
joko oikea tai vasen levy pysaytetaan (tai sita vain jarrutetaan osittain), valilevy alkaa
pyoria kun painamme (pyoritamme) kahvaa ja vastakkainen levy pyodrii viela nopeammin.
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Nain ollen, ‘muuttuja X’ muuttaa esimerkiksi oikea levyn hidastumisen vasemman levyn
kiihtymiseksi.

Yll& oleva yksinkertaisen piirros havainnollistaa tasauspyoraston perusolemuksen, ja siiné
on mekaanisesti toteutettu yksinkertainen, mutta kasitteena abstrakti aritmeettinen
keskiarvo. Vapaasti pyoriva levy huolehtii resistanssin erilaistamisesta vasemmalle ja
oikealle akselille. Mitd enemman yhden pyoran vaantdomomentti (vasen tai oikea) vahenee
resistanssista johtuen, sitd enemman toinen kasvaa. Kysymys, kuinka siirtdd moottorin
vaantomomentti kardaaniakselin kautta kartiopyétrélle ei ole vaikea, mutta koskien tata
aihetta, tdmé& kysymys on vain tekninen. Alla olevassa kuvassa on piirros oikeasta
(klassisesta) tasauspyorastosta.

Cargan driveshalt
- £

Kuvio 4. Tasauspyoraston profiili

Moottorin vaantbmomentti valittyy vetoakselin kautta, jota kutsutaan myds nimella
vaantovarsi. Nimi kardaani tulee suoraan italialaiselta matemaatikolta, fyysikolta ja
keksijalta Girolamo Cardanolta (1501-1576), joka keksi kardaaniakselin. Kardaaniakseli
on olennainen osa kayttbkelpoista vaantovartta, mutta se ei liity suoraan
tasauspyorastdaiheeseemme. Kardaaniakseli on erads niisté nerokkaista keksinndista, joka
tarjoaa yksinkertaisen ratkaisun ‘kulman ympari pyorimiselle’. Toisin sanoen se on nivel,
joka yhdistaa kaksi samanaikaisesti pyorivaa sauvaa, jotka on yhdistetty kulmaan, joka on
90 - 180 asteen valilla.

P

Kuvio 5. Kardaani — kardaaniakseli, piirros ja Legon pydriva nivel

Uskomme, etta tasauspyorastdaihe oi olla kayttokelpoinen didaktisen motivoinnin valine.
Se tarjoaa kaytanndllisen, monimutkaisen ja toisaalta kuitenkin yksinkertaisen teknisen ja
intuitiivisen aiheen, josta voimme péaatella ja pohtia syvempia merkityksia muutoin
abstrakteille matemaattisille aiheille. Jopa matematiikan asiantuntijalle tama yksinkertainen
aritmeettisen keskiarvon aihe voi herattaa useita melko tarkeita kysymyksia. Liséksi
abstrakteille aiheille voi antaa intuitiivisia ja teknisi& merkityksia kysymalla kysymyksia,
jotka liittyvat yleisesti tunnettuun aiheeseen, ajamiseen. Niité voidaan tutkia helposti,
koska nykyisin jopa Lego (Technics) tarjoaa hienoja, mutta kuitenkin yksinkertaisia malleja
monista laitteista, kuten tasauspyorastosta
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Kuvio 6. Piirros tasauspyorastostd, jossa on kardaaniakseli ja Legomalli tasauspydrastosta

ARITMEETTINEN KESKIARVO JA AJAMINEN LUMESSA

Monilla ihmisilla on kokemuksia, jotka liittyvat toimivaan tasauspyodrastomekanismiin. Se
voi liittyd traktoriin tai maastoautoon kuten kerrottiin tdméan artikkelin alussa, mutta
useimmin ja valitettavasti kokemukset liittyvat auton ajamiseen lumessa. Usein kay niin,
ettd kun ajaa lumessa, niin juuttuu paikoilleen, emmeka saa autoa enad liikkumaan.
Moottori pyorittaa avuttomasti yhta pyorista, joka vain liukuu siledssa lumessa. Yleensa
tama tapahtuu silloin, kun auto nojaa hieman toiselle sivulle, ja mita tahansa yritAmmekin,
auto vajoaa vain syvemmalle lumeen. Yleensa vain yksi pyora pyorii, ja sekin on vaara.
Jos toisella puolella oleva pyoéréd pyoérisi, voima saattaisi olla riittdva siihen, etta auto
liikkuisi eteenpain...

Voi olla, ettd saamme apua ja vahvat miehet yrittdvat nostaa auton sité puolta, joka on
kuormitettu, siksi koska auto on kallellaan. Samalla he saattavat tyontda alas auton toista
puolta laittaakseen painon pyorivalle pyorélle... Joskus se voi auttaa, mutta useammin
tilanne on se, ettd nostamalla nojaavaa autoa toiselle puolelle vain siirtyy toiselta vapaasti
pyorivalta pyoraltd toiselle. No, tdma on tilanne, kun tasauspyorastd tekee juuri
painvastoin kuin mika olisi meille hyva. Tasauspyorasto saa aina helpommin pydritettéavan
pyoran pyoérimaan. Tietenkin kaikki tdm& paini voidaan helposti selittdd aritmeettisen
keskiarvon kaavalla.

Naita ajatuksia voidaan kayttdd aloituksena muissa matemaattisissa kappaleissa, kuten
esimerkiksi yhtalojarjestelmassa. Jos P on annettu (vakio — moottorin teho), tama on
todella hyva ja yksinkertaisen esimerkki, joka kertoo, ettd yksi yhtalo pystyy kertomaan
meille suhteen, mutta ei niitd absoluuttisia kahden muuttujan arvoja, jotka se yhdistaa.
Nain ollen on olemassa Iluonnollinen tarve kahteen yhtal6én kahden muuttujan
paattelemiseksi.

On muitakin kiinnostavia kysymyksid, joita voi miettia opiskelijoiden kanssa. Esim.: Auton
moottori on pois péaaltd, ei kasijarruja ja vaihde on paalla: Voiko sitd tyontaa eteenpain?
Kokemuksesta monet vastaavat oikein, ettd autoa ei voi tyontda.., mutta harvat
ymmartavat, kuinka tdman voi paatella yhtalosta:

Seuraava kysymys antaa yksinkertaisen tulkinnan siita.
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Antaa auton olla samassa asennossa kuin yll&, muttei maassa, kuvitellaan, ettd auto on
nostettu yl6s autotallissa. Voiko py6rad kaantaa kasin ympari?

On hyvin kiinnostavaa, ettéd yleensa vain teknisesti lahjakkaat ammattilaiset vastaavat
oikein tahan kysymykseen. Jopa matematiikanopettajat sekoittuvat ajatuksissaan liittyen
heiddn aiempaan kokemukseensa. Ylla olevassa asennossa pyodraa voidaan pyorayttaa
helposti ympari, samalla kun vastapainen pyora pyorii vastakkaiseen suuntaan. Tietenkin
koska auton moottori on pois paalta ja auto on ykkdsvaihde-asennossa, P yhtaléssamme

on pakotettu olemaan 0. Nain ollen R = - L . Tama tarkoittaa sita, etta auton seisoessa,
vaihteen pitdminen ykkosella tai pakilla saa auton pysymaan paikallaan tiella. No,
tietenkin, jos autoa liikutetaan eteen tai taaksepain, se tarkoittaisi sita, ettd sekd vasen etta
oikea pyodra kadantyvat samaan suuntaan, kun P = 0, R ja L voivat olla samanmerkkisia jos
ne ovat molemmat O.

TASAUSPYORASTO, SUORUUDEN MAARITELMA JA GEODEESI

On mielenkiintoista, etta yksinkertaista aihetta voidaan kehitella edelleen, jotta
ymmarretdan monimutkainen ja abstrakti differentiaaligeometrian kasite: geodeesi. Se on
hankalaa yliopisto-opiskelijoille. Sitd ennen lukiolaiset voidaan pistad vaittelemaan, mita
"suoraan” tarkoittaa todellisuudessa. Matematiikassa tiedamme, mitd suora viiva
tarkoittaa, mutta oikeassa eldméassd, emme tiedd mitddn, mik& on suorempi kuin
paivantasaaja. Tasta on helppoa paatella suoruuden maaritelmé lyhyimpana etaisyytena
kahden pisteen valilla.

Tietenkin, lentokoneesta katsoen se on suora viiva. Pallolla suoruus voidaan kuvata
parhaiten suurina ympyréina. Tama myos selittda, miksi pitkin matkan koneet tekevat
‘outoja kaarevia reittejd” kartoillamme. Vei kauan, ennen kuin ihmiskunta kasitti etta
pdydéan suora kulma ei ole sen suorempi kuin moottoritien mutka pienen kaupungin ympari
on muurahaiselle. Suoran viivan virallinen maéaaritelma on melko monimutkainen ja
abstrakti. Pinnalla, joka on meidan mielestamme ‘tasainen” mutta joka onkin oikeastaan
kaareva, pysyy tuntemattomana meille, maarittelemme suoruuden lyhyimpana
valimatkana. Lyhyimmat polut ovat nimeltdan geodeeseja. Mita tekemista talla on meidan
tasauspyorastomme kanssa? Kuten kerrottin tdman artikkelin alussa, traktori tai
maastoauto, jossa on lukittu tasauspyorastd, ajaisi vain suoraan. Kuten myos
yksinkertainen legomalli kahdella pyoralla, jotka on kiinnitetty samaan akseliin, jos
varovaisesti tybnnetaan, se menee vain suoraan. Mutta enté jos ‘ajoalusta ei ole tasainen?
No, sitten meidan ajoneuvomme matkustaisi geodeesipolkuja -- esittden monia
lisakysymyksid, innoittaen mielikuvitustamme ja haastaen ymmartamystamme.

HISTORIAA

Ei tiedetd, kuka keksi tasauspyodrastomekanismin. Keksinto tuntuu olevan vanhempi kuin
monet Leonardo da Vincin (1452-1519) keksinndista. Brittilainen keksija James Starley
(1830-1881), joka tunnettiin nimella Polkupyoran isa, kaytti tasauspyorastomekanismia
eraassa erityisessa ompelukoneessa noin vuonna 1850. Vuonna 1877 han Kkaytti
tasauspyorastd ajoneuvossa. Oletettavasti saksalainen Rudolph Ackerman kaytti
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tasauspyorastdéd kulkuneuvossa ensimmaisen kerran vuonna 1810. Monet hienot
mekaaniset laitteet, joissa oli tasauspydrastomekanismi, ovat paljon vanhempia.
Loydokset Kiinassa todistavat tdaman mekanismin olemassaolosta jo vuonna 300. Vuonna
1900 Ioydettiin aarimmaisen hienostunut Antikytheran mekanismi eraan kreikkalaisen
laivan hylystd. Mekanismi oli huolellisesti suunniteltu ja tehty pronssista ja puusta. Se oli
eraanlainen astrologinen tietokone, joka laski planeettojen ja téhtien sijaintia. Ja mika ol
kaikkein hammastyttavintd, laite on ajoitettu ajalle 125 e.a.a. ja sind oli
tasauspyorastomekanismi. Laite on esillda Ateenan Bronze Collection of the National
Archaeological Museum - museossa, samalla kun siitd on tehty useita jaljitelmi&, jotka ovat
naytteilla ympari maailman, yleensa tietokonemuseoissa (kuten esimerkiksi American
Computer — museossa Bozemanissa, Montanassa).

Kuva 7. Tarkein osa Antikytheran mekanismista (~125 BC) ja sen uudelleen tehty piirros

Opetusmateriaali:

Jos opiskelijoille esitellaan Lego — malleja, se toimii loistavana motivaationa ja keinona
ymmartaa kaytannollisesti aritmeettinen keskiarvo. Niiden avulla monet ylla olevat
kysymykset ja kommentit tulevat ymmarretyiksi. On melko vaikeaa saada riittdva maara
sopiva Lego - malleja opiskelijoille, jotta he voivat tutkia niitd, mutta aina kannattaa yrittaa.
On parasta, jos yksi tai kaksi opiskelijaa rakentaa mallin ja muut analysoivat sita.
Aloituksen pitaa olla hidas, ja didaktisesti haastava rakentamalla ensin hevosvaunuja,
joissa on kaksi pyorad samassa ja eri akseleissa, kuten mainittu aiemmin. Kokeileminen
sellaisilla vaunuilla ja mahdollisesti "’kahden henkilén kavelyn&”, huomioiden eri nopeudet,
tai kokeillen ‘rikkoutunutta sosiaalista tasauspyorastod’ voi tuoda paljon viihdyketta
luokkaan, mutta siitd myos oppii paljon. Yllamainitut Lego - tasauspyorastot esiintyvéat
joissakin Technics - malleissa ja niita voidaan hankkia varta vasten oppilaitokselle.

Interaktiivinen simulaatio

Interaktiivinen tietokonesimulaatio auton tasauspyorastosta on saatavilla Internetissa.

Tama projekti on rahoitettu Euroopan komission tuella. Tama julkaisu edustaa vain julkaisun Kirjoittajien ndkékulmaa,
ja komissiota ei voida pitdd vastuussa tassa julkaisussa esitetyista tiedoista.
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